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 هچکید 

M صف مدل در ترافیک شدت پارامتر تجربی یزو ب بیزی برآورد مقاله، این در M⁄ تحت توابع زیان متقارن و  ⁄1

 مدل این پارامترهای وردآبر. گیردمی قرار موردبررسیدو پیشین مختلف ناآگاهی بخش و بتا  بر اساسنامتقارن و 

 نتایج در برآوردگر دو این یکاربردها و خواص .شودیم ارائه گشتاوری ماکسیمم، درستنمایی بیزی، یهابهروش

 .است قرارگرفته موردبحث عددی

  .گشتاوری، برآورد بیزی، بیز تجربیدرستنمایی، برآورد  برآورد :های کلیدیواژه

 6/62/6331: پذیرش            36/2/6331دریافت: 

  مقدمه -1

 روند و تصادفی فرآیند در آماری استنباط که دارد ...و کامپیوتر طرح ارتباطات، نظریه در زیادی کاربردهای،  صف تئوری

 سال در چند پژوهشگران موردتوجه ترافیک و شدت خدمات نرخ ورود، نرخ مانند صف، پارامترهای برآورد و یبندصف

M  صف سیستم کنید فرض.  است قرارگرفته ∕M ∕ 1 خدمات نرخ متوسط ینو همچن λ ورود نرخ طمتوس با  1
𝜇

  .داریم را  

 :است زیر احتمال جرم تابع دارای که باشدمی پایدار صف حالت در سیستم در مشتریان از شماری 𝑋 تصادفی متغیر

(6) 𝑓(𝑥|𝜌) =  (1 − ρ) 𝜌𝑥 

𝑀  سیستم در ترافیک شدت متغیر،  ρ که ∕ 𝑀 ∕  :داریم را درستنمایی تابع همچنین. باشدمی  1

𝐿(𝜌) =  (6 − ρ)
𝑛

𝜌𝑡   

𝑡 در آن که = ∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 استفاده بخش ناآگاهی و بتا پیشین توزیع دو از ما بیزی درروش. است سیستم در مشتریان مجموع 

 :کنیممی

: I پارامتر از قبلی اطلاعات هیچ که بخش ناآگاهی پیشینρ نداریم. 

(2) π
1
(𝜌; 𝑐) =

1

𝜌𝑐
   

: II معلوم پارامترهای با بتا پیشین توزیع α و β ، :داریم 

(3) π
2
(𝜌; 𝛼, 𝛽) =

1

Β(𝛼, 𝛽)
𝜌𝛼−1(1 − 𝜌)𝛽−1     

                                                           

 Corresponding author (E-mail: bahahoseini@yahoo.com) 
 

 و تحقیق در عملیات گیرییمتصمنشریه                            

  6331 اسفند ،(3شماره ) ،2دوره                                  

𝐌  صف ترافیک در سیستم شدت تجربی پارامتری بیز برآورد ∕𝐌 ∕ 𝟏 
  ی بالاجادهسیدبهادرحسین ،احمد پوردرویش

 .، بابلسر، ایراندانشگاه مازندران
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𝑀  مدل در ترافیک شدت از بیزی برآورد (6332) بایاری و رمرو ∕𝑀 ∕  در مورد (2061) بات .آوردند به دست را 1

 یکو کلاس بیزی برآوردهای (6333)وکومار شارماای بر نظریه صف ارائه نمود. تئوری صف، کتابی تحت عنوان مقدمه

𝑀 مدل مختلف پارامترهای ∕𝑀 ∕  کلاسیک هایروش از استفاده ن،همچنی .آوردند به دست خطا مربع زیان تابع تحت را  1

علاوه (. 6323)میسز،  گردید مطرح 6323 سال در میسز توسط بار اولین برای پیشین توزیع نامعلوم پارامترهای تخمین برای

 ارائهتوسط رن و ران  نامتقارن زیان تحت ترافیک شدت بیز برآورد و توسط واریان متقارن زیان تابع از استفادهبر این، 

در  hypergeoآوردن برآورد بیزی تجربی با استفاده از پکیج  به دست منظوربه(. 2062، رن و وان، 6391 گردید)واریان،

ادامه مقاله به این شرح  .(2061هانکین، ) استفاده گردیده است 2061هانکین در سال  Rاز کتاب نظریه تئوری ، R افزارنرم

 لاینکس زیان تحت ترافیک شدت بیز برآورد ،3 بخش درکنیم. شدت ترافیک را بررسی می بیز برآورد ،2 در بخش باشد.می

 ارائه عددی نتایج ،1 بخش در و گیردمی قرار موردبحث ترافیک شدت پارامتر تجربی بیز برآورد ،2 بخش در . شودمی ارائه

 .شودمی

 برآورد بیز -2

قارن است. اما مت انیتابع ز کیمربع خطاست که  انیتابع ز شودمیاستفاده  معمولاًکه  یانیتابع ز ،یزیب وتحلیلیهتجز    

 انیاز توابع ز ست،یاندازه ن کیبه  یو کم برآورد یبرآورد شیاز ب یناش انیز به دلیل اینکه کاربردها،از  یاریدر بس

 انیتابع ز . دوشودمی ینامتقارن بررس انیبا توابع ز کیشدت تراف زیب برآورد ،بخش در این .کنیممینامتقارن استفاده 

  از : اندعبارت شوندمیش استفاده بخ در ایننامتقارن که 

 تابع زیان درجه دو وزنی:(. 6)

 :𝑙𝑖𝑛𝑒𝑥تابع زیان خطی، نمایی (. 2) و

(2) 𝐿(𝜌̂, 𝜌)  =  𝑏[𝑒𝑎(𝜌̂−𝜌) − 𝑎(𝜌̂ − 𝜌)  −  1] 

 :شودمیصورت میانگین زیان پسین  در ایندرجه دو وزنی باشد،  ،اگر تابع زیان

 
E[L(ρ̂, ρ)|X] = E[

(ρ̂  −  ρ)2

𝜌̂
|𝑋 ] 

 
= 𝐸[

𝜌̂2 + 𝜌2 − 2𝜌𝜌̂

𝜌̂
|𝑋] 

(1) 
= 𝐸[𝜌̂ +

𝜌2

𝜌̂
− 2𝜌|𝑋] 

 
= 𝐸(𝜌̂|𝑋) + 𝐸 [

𝜌2

𝜌̂
|𝑋] − 𝐸[2𝜌|𝑋] 

 = 𝜌̂ +
1

𝜌̂
𝐸[𝜌2|𝑋] − 2𝐸[𝜌|𝑋]. 

 :داریم 𝜌̂نسبت به  یریگمشتقبا 

𝜕

𝜕𝜌̂
E[L(ρ̂, ρ)|X] = 1 −

𝐸[𝜌|𝑋]
2

𝜌̂2
. 

��اکنون از حل تساوی  

𝜕𝜌̂
E[L(ρ̂, ρ)|X] گر بیز آوردبرρ شود:می 

(1) 𝜌1̂ = 𝐸[𝜌2|𝑋]
1
2 

 .کنیممی محاسبه بتا پیشین توزیع و بخش ناآگاهی پیشین هایتوزیع تحت را  ρ بیز برآوردگر ،ادامه در که

(2) 
𝐿(𝜌̂, 𝜌) =

(𝜌̂ − 𝜌)2

𝜌̂
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  بخش یناآگاه یشینپ یتحت چگال یکشدت تراف یزیبرآورد ب  2-1

 شود:می ρ( چگالی پسین 2) معادلهدر  ناآگاهی پیشین توزیع تحت

𝐻1(𝜌|𝑥) =
(1 − 𝜌)𝑛𝜌𝑦−𝑐

∫ (1 − 𝜌)𝑛𝜌𝑦−𝑐𝑑𝜌
1

0

, 0 < 𝜌 < 1 

𝑦 پارامترهای با بتا توزیع دارای ρ|𝑥لذا   − 𝑐 + 𝑛و  1 +  :آوریمیم به دست را نامتقارن زیان تحت ρبیز برآورد که باشدمی 1

 𝜌̂1 = [𝐸(𝜌
2|𝑋)]

1
2       

 
= [∫ 𝜌2ℎ1(𝜌|𝑋)𝑑𝜌

1

0

]

1
2

   

 
= [

∫ 𝜌2(1 − 𝜌)𝑛𝜌𝑦−𝑐𝑑𝜌
1

0

∫ (1 − 𝜌)𝑛𝜌𝑦−𝑐𝑑𝜌
1

0

]

1
2

 

 
= [

∫ (1 − 𝜌)𝑛𝜌𝑦−𝑐+2𝑑𝜌
1

0

∫ (1 − 𝜌)𝑛𝜌𝑦−𝑐𝑑𝜌
1

0

]

1
2

 

(9) 

= [

Γ(𝑦 − 𝑐 + 3)Γ(𝑛 + 1)
Γ(𝑦 − 𝑐 + 𝑛 + 4)

Γ(𝑦 − 𝑐 + 1)Γ(𝑛 + 1)
Γ(𝑦 − 𝑐 + 𝑛 + 2)

]

1
2

 

 
= [

Γ(𝑦 − 𝑐 + 3)Γ(𝑦 − 𝑐 + 𝑛 + 2)

Γ(𝑦 − 𝑐 + 1)Γ(𝑦 − 𝑐 + 𝑛 + 4)
]

1
2

 

 
= [

(𝑦 − 𝑐 + 2)(𝑦 − 𝑐 + 1)Γ(𝑦 − 𝑐 + 1)Γ(𝑦 − 𝑐 + 𝑛 + 2)

(𝑦 − 𝑐 + 𝑛 + 3)(𝑦 − 𝑐 + 𝑛 + 2)Γ(𝑦 − 𝑐 + 1)Γ(𝑦 − 𝑐 + 𝑛 + 2)
]

1
2

 

 
= (

(𝑦 − 𝑐 + 2)(𝑦 − 𝑐 + 1)

(𝑦 − 𝑐 + 𝑛 + 3)(𝑦 − 𝑐 + 𝑛 + 2)
)

1
2

.         

 بتا  یشینپ یتحت چگال یکشدت تراف یزیبرآورد ب 2-2

 .آوریمیم به دست نامتقارن زیان تحت را بتا پسین یو چگال (6معادله )توجه به  با ρ ترافیک شدت بیزی برآورد

 
ℎ2(𝜌|𝑥) =

(1 − 𝜌)𝑛+𝛽−1𝜌𝑦+𝛼−1𝑑𝜌

∫ (1 − 𝜌)𝑛+𝛽−1𝜌𝑦+𝛼−1𝑑𝜌
1

0

~Β(𝑦 + 𝛼, 𝑛 + 𝛽) 

 
= 𝜌̂2 = [𝐸(𝜌2|𝑋)]

1
2 = [∫ 𝜌2ℎ2(𝜌|𝑋)𝑑𝜌

1

0

]

1
2

 

 
= [

∫ (1 − 𝜌)𝑛+𝛽−1𝜌𝑦+𝛼+1𝑑𝜌
1

0

∫ (1 − 𝜌)𝑛+𝛽−1𝜌𝑦+𝛼−1𝑑𝜌
1

0

]

1
2

 

(8) 

= [

Γ(𝑦 + 𝛼 + 2)Γ(𝑛 + 𝛽)
Γ(𝑦 + 𝛼 + 𝑛 + 𝛽 + 2)

Γ(𝑦 + 𝛼)Γ(𝑛 + 𝛽)
Γ(𝑦 + 𝛼 + 𝑛 + 𝛽)

]

1
2

 

 
= [

(𝑦 + 𝛼 + 1)Γ(𝑦 + 𝛼 + 1)Γ(𝑦 + 𝛼 + 𝑛 + 𝛽)

(𝑦 + 𝛼 + 𝑛 + 𝛽 + 1)(𝑦 + 𝛼 + 𝑛 + 𝛽)Γ(𝑦 + 𝛼 + 𝑛 + 𝛽)Γ(𝑦 + 𝛼)
]

1
2

 

 
= [

(𝑦 + 𝛼 + 1)(𝑦 + 𝛼)Γ(𝑦 + 𝛼)Γ(𝑦 + 𝛼 + 𝑛 + 𝛽)

(𝑦 + 𝛼 + 𝑛 + 𝛽 + 1)(𝑦 + 𝛼 + 𝑛 + 𝛽)Γ(𝑦 + 𝛼 + 𝑛 + 𝛽)Γ(𝑦 + 𝛼)
]

1
2

 

 
= [

(𝑦 + 𝛼 + 1)(𝑦 + 𝛼)

(𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛 + 1)(𝑦 + 𝑛 + 𝛼 + 𝛽)
]

1
2
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 linex یانتابع ز -3

 :شودمی تعریف زیر صورتبه و گردیده معرفی واریان توسط که است ینکسلا زیان تابع نام به دیگری زیان تابع   

(3) 𝐿(𝜃, 𝑇) = 𝑏(𝑒𝜐(𝑇−𝜃) − 𝜐(𝑇 − 𝜃) − 1) 

b( ، 3در تابع ) > υو  یریگاندازهرا مقیاس   0 ≠ محدب بوده و  یداًاکاین تابع زیان  نامند.می یریگاندازهرا شکل    0

𝜐𝑗یعنی   υبرای مقادیر مثبت و کوچک  ≃ 𝑗برای   0 ≥  شود.متقارن می یباًتقر، این تابع زیان  3

b گرفتن در نظر: با نکته = 𝑒𝜐(𝑇−𝜃)و همچنین با توجه به بسط   1 ≃ 1 + 𝜐(𝑇 − 𝜃) +
𝜐2(𝑇−𝜃)2

2
ن در آ یگذاریو جا 

  :تابع زیان لاینکس خواهیم داشت

𝐿(𝜃, 𝑇) ≃
𝜐2(𝑇 − 𝜃)2

2
 

 زیان تابع تحت آمدهدستبه بهینه برآوردهای |𝜐| کوچک مقادیر برای یجهدرنت  .دارد شباهت خطا مربع زیان تابع یک به که

  .ندارد خطا مربع زیان تابع تحت آمدهدستبه برآوردهای با چندانی تفاوت لینکس

 بخش در این که قراردادند موردبررسی را لینکس زیان تحت ρ ترافیک شدت بیز برآورد( 2001) چودوری ماکرجی و

 .کنیممی محاسبه لینکس زیان تابع تحت را ρ ترافیک شدت بیزی برآورد

=∆ اینکه فرض و با( 3) فرمول به توجه با (𝜌
𝐵̂
− 𝜌) ،داریم لینکس زیان تابع تحت: 

𝑎 ≠ 0 , 𝑏 ≠ 0           𝐿(Δ) = 𝑏(𝑒𝑎Δ − 𝑎Δ − 1) 

 :آوریمیم به دست را ترافیک شدت بیز برآورد روینازا

 𝐸[𝐿(𝜌̂, 𝜌)|𝑋] = 𝑅(𝜌̂𝐵 , 𝜌) 

 = 𝐸𝜌|𝑥𝐿(∆) = 𝑏𝐸(𝑒
𝑎(𝜌̂−𝜌) − 𝑎(𝜌̂ − 𝜌) − 1) 

 = 𝑏(𝐸𝑒𝑎(𝜌̂−𝜌) − 𝑎𝐸(𝜌̂ − 𝜌) − 1) 

 = 𝐸(𝑒−𝑎𝜌)𝑒𝑎𝜌̂𝐵 − 𝑎𝜌̂𝐵 + 𝑎𝐸(𝜌) − 1 

(60) 𝜕𝐿(∆)

𝜕𝜌
= 0 

 = 𝑎𝑒𝑎𝜌̂𝐸(𝑒−𝑎𝜌̂|𝑋) − 𝑎 = 0 

 𝐸(𝑒−𝑎𝜌̂|𝑋) = 𝑒−𝑎𝜌̂𝐵 

 𝑙𝑛𝐸(𝑒−𝑎𝜌̂|𝑋) = −𝑎𝜌̂𝐵 

 𝜌̂𝐵 = −
1

𝑎
𝑙𝑛𝐸(𝑒−𝑎𝜌). 

 :داریم همچنین

 𝐸𝜌|𝑥(𝑒
−𝑎𝜌) = 

 
=

1

𝐵(𝑦 + 𝛼, 𝑛 + 𝛽)
∫ 𝑒−𝑎𝜌𝜌𝑦+𝛼−1(1 − 𝜌)𝑛+𝛽−1𝑑𝜌
1

0

 

(66) 
=∑

(−𝑎𝜌)𝑖

𝑖!

∫ 𝑒−𝑎𝜌𝜌𝑦+𝛼−1(1 − 𝜌)𝑛+𝛽−1𝑑𝜌
1

0

𝐵(𝑦 + 𝛼, 𝑛 + 𝛽)

∞

𝑖=0

 

 
=∑

(−𝑎𝜌)𝑖

Γ(𝑖 + 1)

𝑏𝑒𝑡𝑎(𝑦 + 𝛼 + 𝑖, 𝑛 + 𝛽)

𝑏𝑒𝑡𝑎(𝑦 + 𝛼, 𝑛 + 𝛽)

∞

𝑖=0

 

 
=∑

(−𝑎𝜌)𝑖

Γ(𝑖 + 1)

Γ(𝑦 + 𝛼 + 𝑖)Γ(𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛)

Γ(𝑦 + 𝛼)Γ(𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛 + 𝑖)

∞

𝑖=0
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𝐹(𝑦در آن   که + 𝛼, 𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛;−𝑎) پارامترهای با هندسی فوق تابع (𝑦 + 𝛼)  و(𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛)  و(−𝑎) 

 :داریم را لینکس زیان تحت ترافیک شدت بیز برآورد درنتیجه .باشدمی

𝜌̂𝐵 = −
1

𝑎
ln 𝐸𝜌|𝑥((𝑒

−𝑎𝜌)|𝑋) 

𝜌̂𝐵 = −
1

𝑎
ln [𝐹(𝑦 + 𝛼, 𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛;−𝑎)] 

 شود:وردگر بیز میآریسک بر تابع

 𝑅(𝜌̂𝐵,𝜌) = 𝑏 [𝑒
−𝑙𝑛𝐹(𝑦+𝛼,𝑦+𝛼+𝛽+𝑛;−𝑎). 𝐹(𝑦 + 𝛼, 𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛;−𝑎)

− 𝑎
−1

𝑎
𝑙𝑛𝐹(𝑦 + 𝛼, 𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛;−𝑎) + 𝑎

𝑦 + 𝛼

𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛
− 1] 

(62) = b [
1

𝐹(𝑦 + 𝛼, 𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛;−𝑎)
. 𝐹(𝑦 + 𝛼, 𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛;−𝑎)

+ ln(𝐹(𝑦 + 𝛼, 𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛;−𝑎)) + 𝑎
𝑦 + 𝛼

𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛
] 

 = 𝑏 [𝑙𝑛(𝐹(𝑦 + 𝛼, 𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛;−𝑎)) + 𝑎
𝑦 + 𝛼

𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛
]           

 :آورد به دست توانمی را لینکس زیان تحت بیز ریسک همچنین

 𝑟𝜁,𝜌𝐵̂ = 𝐸(𝑣𝐵(𝜌̂𝐵|𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)) 

 
= ∑𝑣𝐵(𝜌̂𝐵|𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)𝜋(𝜌|𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

∞

𝑦=0

 

(63) 
= ∑  𝑅(𝜌̂𝐵, 𝜌)𝜋(𝜌|𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

∞

𝑦=0

 

 
=∑𝑏𝐸[(𝑒𝑎(𝜌̂−𝜌) − 𝑎(𝜌̂ − 𝜌) − 1)]𝜋(𝜌|𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

∞

𝑦=0

 

 
=∑𝑏 [𝑙𝑛(𝐹(𝑦 + 𝛼, 𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛;−𝑎))

∞

𝑦=0

+ 𝑎
𝑦 + 𝛼

𝑦 + 𝛼 + 𝛽 + 𝑛
] .
𝑏𝑒𝑡𝑎(𝑦 + 𝛼, 𝑛 + 𝛽)

𝑏𝑒𝑡𝑎(𝛼, 𝛽)
 

 یتجرب یزب -4

 ،گیردمی نظر در تصادفی متغیرهای را توزیع در آزمون مورد پارامترهای آنکه لحاظ به فرض آزمون انجام برای بیزی روش 

و  کندمی توجیه احتمالی ازلحاظ را پارامترها قطعیت عدم زیرا ،ست( غیربیزی) کلاسیک روش به نسبت هاییمزیت دارای

 که مشکلاتی از یکی اما .کندمی اعمال آزمون انجام در پیشین توزیع طریق از دارد مسأله مورد در گریلتحل که را یاطلاعات

 شکل مثلاً. باشد مک است ممکن پیشین توزیع درباره گرتحلیل اطلاعات که است این دهدمی رخ بیزی روش از استفاده در

 مشکل این حل برای اشد.ب نامعلوم پیشین توزیع اساساً یاو  باشند مجهول آن پارامترهای اما بوده معلوم پیشین توزیع کلی

 توزیع پارامترهای برای حالت یندر ا که کنیم حل بیز یکرداز رو استفاده با را مسأله بخواهیم آنکه اول د:دار وجود دو راه

 عدم روش از استفاده با .یابد ادامه نیز مرحله چند تا است ممکن کار این که گیریممی در نظر دیگری هایتوزیع نیز پیشین

 ،دهیممی نسبت پیشین توزیع پارامترهای به که یهایتوزیع یقاز طر است پیشین توزیع نبودن مشخص از ناشی که قطعیتی

 .کنیمیم توجیه

 این  .باشدمی آن نامعلوم پارامترهای یا پیشین توزیع تخمین برای )غیربیزی( کلاسیک هایروش از استفادهروش دوم، 

 میسز توسط بار اولین روش این. شودمی نامیده یتجرب یزب روش ،آیدمی حساببه غیربیزی روش یک اساساً  که روش

 مطرح را آن و ساختار کلیات خود اصلی مقاله چند در 6382 و 6312، 6312 هایسال در رابینز سپس شد مطرح( 6323)
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 توزیع شکل کهیدرصورت . شودمی تقسیم عمده روش دو به پیشین توزیع از اطلاعات بر اساس تجربی بیز روش .نمود

 ماکزیمم روش مانند یابیبرآورد  معمولی هایروش طریق از پارامترها باشد، مجهول آن پارامترهای و فقط باشد معلوم پیشین

 توزیع شکل کهدرصورتی اما .نامندمی پارامتری تجربی بیز روش را روش این. شوندمی برآورد گشتاور روش یا درستنمایی

 از استفاده بااول(  گشتاور بودن متناهی مثلاً) گرفت در نظر آن روی بر را خاصی هایفرض بتوان ولی باشد نامعلوم پیشین

 ناپارامتری تجربی بیز روش را روش این . شودمی پرداخته ایحاشیه یعو توز پیشین توزیع برآورد به ،ناپارامتری هایروش

 .نامندمی

 یتجرب یزب یکردرو 4-1

,𝑏𝑒𝑡𝑎(𝛼پیشین  توزیع تحت را ρ ترافیک شدت یزبرآورد ب ، قبل هایدر بخش 𝛽)  توزیع پارامترهای که آوردیم ستدبه 

 مختلف هایروش از را پارامترها این توانیم باشند، مجهول پارامترها این که یدر حالت. بودند معلوم β وα یعنی پیشین

 .آیدمی به دست تجربی بیز برآوردگر بیز، برآوردگرهای در هاآن جایگذاری با که کرد برآورد

1یک توزیع هندسی   𝑋|𝜌با توجه به اینکه توزیع  − ρ  با تابع احتمال 

(62) 𝑓(𝑥|𝜌) = (1 − 𝜌)𝑛𝜌∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  

,𝑏𝑒𝑡𝑎(𝛼توزیع  ρباشد و توزیع پیشین می 𝛽)  با تابع چگالی 

(61) π(ρ|α, β) =
Γ(𝛼+𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)
𝜌𝛼−1(1 − 𝜌)𝛽−1       0 < 𝜌 < 1 

 :شودمی  𝑥 ایحاشیهلذا تابع  ،باشدمی

ℎ(𝑥1, 𝑥2… , 𝑥𝑛) =
Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)
 ∫ 𝜌𝑦(1 − 𝜌)𝑛𝜌𝛼−1(1 − 𝜌)𝛽−1

1

0

𝑑𝜌 

Γ(𝛼 + 𝛽)Γ(𝑦 + 𝛼)Γ(𝑛 + 𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)Γ(𝑦 + 𝛼 + 𝑛 + 𝛽)
 

∑که  𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1=y. 

و  ماکزیمم درستنمایی روش دو از بخش این در .را برآورد کرد βو  α پارامترهایتوان می  𝑋 ایحاشیهاز روی توزیع 

 شود.استفاده می βو  αبرآورد پارامتر  برای یگشتاور

 یتجرب یزب یممماکز ییروش درستنما 4-2   

 ماکزیمم شود.  𝑋 ایحاشیهکنیم تا تابع چگالی را طوری پیدا می βو  αمقادیر  ،درستنمایی ماکزیمم درروش

 شود:می 𝑋 ایحاشیهلگاریتم تابع چگالی 

(61) L = 𝑙𝑛𝑓(𝑥1, 𝑥2… , 𝑥𝑛|𝛼, 𝛽) 

             = ln(Γ(𝛼 + 𝛽)) + ln(Γ(𝑦 + 𝛼)) + ln(Γ(𝑛 + 𝛽))

− ln(Γ(𝑦 + 𝛼 + 𝑛 + 𝛽)) − ln(Γ(𝛼)) − ln (Γ(𝛽)) 

 از: اندعبارت βو  αتابع درستنمایی نسبت به  ،یریگمشتقبا 

𝜕𝐿

𝜕𝛼
=
𝜕

𝜕𝛼
ln(Γ(𝛼 + 𝛽)) +

𝜕

𝜕𝛼
 ln(Γ(𝑦 + 𝛼)) +

𝜕

𝜕𝛼
ln(Γ(𝑛 + 𝛽)) −

𝜕

𝜕𝛼
ln(Γ(𝑦 + 𝛼 + 𝑛 + 𝛽))

−
𝜕

𝜕𝛼
ln(Γ(𝛼)) −

𝜕

𝜕𝛼
ln (Γ(𝛽)) 

 

 و
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𝜕𝐿

𝜕𝛽
=
𝜕

𝜕𝛽
ln(Γ(𝛼 + 𝛽)) +

𝜕

𝜕𝛽
 ln(Γ(𝑦 + 𝛼)) +

𝜕

𝜕𝛽
ln(Γ(𝑛 + 𝛽)) −

𝜕

𝜕𝛽
ln(Γ(𝑦 + 𝛼 + 𝑛 + 𝛽))

−
𝜕

𝜕𝛽
ln(Γ(𝛼)) −

𝜕

𝜕𝛽
ln(Γ(𝛽)) . 

φ(Z)ی  گاما دای تابع به توجه با =
𝑑(𝑙𝑛Γ(𝑧))

𝑑𝑧
=

Γ′(𝑧)

Γ(𝑧)
 داریم: 

 𝜕𝐿

𝜕𝛼
=
𝜕

𝜕𝛼
𝑙𝑛(Γ(𝛼 +  𝑦)) −

𝜕

𝜕𝛼
 𝑙𝑛(Γ(𝛼)) 

(69) +(
𝜕

𝜕𝛼
 𝑙𝑛(Γ(𝛼 +  𝛽)) −

𝜕

𝜕𝛼
 𝑙𝑛(Γ(𝛼))) 

 
−(

𝜕

𝜕𝛼
𝑙𝑛(Γ(𝛼 +  𝛽 +  𝑛 +  𝑦)) −

𝜕

𝜕𝛼
 𝑙𝑛(Γ(𝛼))) 

 = [𝜑( α + y) −  𝜑(𝛼)] + [𝜑(𝛼 + 𝛽) −  𝜑(𝛼)] − [𝜑(𝛼 + 𝛽 +  𝑛 +  𝑦)
−  𝜑(𝛼)] 

 و

 𝜕𝐿

𝜕𝛽
=
𝜕

𝜕𝛽
𝑙𝑛(Γ(𝛼 +  𝑦)) −

𝜕

𝜕𝛽
 𝑙𝑛(Γ(𝛽)) 

(68) +(
𝜕

𝜕𝛽
 𝑙𝑛(Γ(𝛼 +  𝛽)) −

𝜕

𝜕𝛽
 𝑙𝑛(Γ(𝛽))) 

 
−(

𝜕

𝜕𝛽
𝑙𝑛(Γ(𝛼 +  𝛽 +  𝑛 +  𝑦)) −

𝜕

𝜕𝛽
 𝑙𝑛(Γ(𝛽))) 

 = [𝜑( β + 𝑛) −  𝜑(𝛽)] + [𝜑(𝛼 + 𝛽) −  𝜑(𝛽)] − [𝜑(𝛼 + 𝛽 +  𝑛 +  𝑦)
−  𝜑(𝛽)] 

+ 𝜑(𝑥با توجه به فرمول   𝑛) −  𝜑(𝑥)  = ∑
1

𝑥+𝑖

𝑛−1
𝑖=0 داریم: 

𝜕𝐿

𝜕𝛼
= ∑

1

𝛼 + 𝑖
+∑

1

𝛼 + 𝑖

𝛽−1

𝑖=0

− ∑
1

𝛼 + 𝑖

𝑦+𝑛+𝛽−1

𝑖=0

𝑦−1

𝑖=0

 .                                                                        

𝜃�� توانمی همچنین

𝜕𝛽
 :آورد به دست( 62) به توجه با را 

𝜕𝐿

𝜕𝛽
= ∑

1

𝛽 + 𝑗
+∑

1

𝛽 + 𝑗
− ∑

1

𝛽 + 𝑗

𝛼+𝑦+𝑛−1

𝑗=0

𝑎−1

𝑗=0

𝑛−1

𝑗=0

  .                                                                       

𝐿��با حل معادلات 

𝜕𝛼
= 𝐿��و  0

𝜕𝛽
= شوند محاسبه می β̂و  α̂یعنی  βو  α پارامترهای  MLE برآوردهای ،عددی هایروشبه  0

𝜌̂𝐵نیز  ρ ،وردگر بیزآکه با جایگذاری در بر = [
(𝛼+𝛽)(𝑦+𝛼)(𝑛+𝛽)

(𝛼)(𝛽)(𝑦+𝛼+𝑛+𝛽)
]
1

 شود:برآورد بیز تجربی می  2

𝜌̂𝐸𝐵 = (
(𝑦 + 𝛼̂ + 1)(𝑦 + 𝛼̂)

(𝑦 + 𝛼̂ + 𝛽̂ + 𝑛 + 1)(𝑦 + 𝑛 + 𝛼̂ + 𝛽̂)
)

1
2

 

 یتجرب یزبرآورد بروش گشتاور  4-3  

را به صوت زیر محاسبه  𝑋 یگشتاورها، ابتدا  βو  αگشتاوری برای برآورد پارامترهای توزیع پیشین یعنی  درروش

  کنیم.می

 داریم:

 𝐸(𝑋1) = 𝐸𝜌(𝐸(𝑥|𝜌)) 

(63) = 𝐸 (
𝜌

1 − 𝜌
) 

 = ∫
𝜌

1 − 𝜌

1

Β(𝛼, 𝛽)
𝜌𝛼−1(1 − 𝜌)𝛽−1 

 = ∫
1

Β(𝛼, 𝛽)
𝜌𝛼(1 − 𝜌)𝛽−2 
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 =
𝛽(𝛼 + 1, 𝛽 − 1)

𝛽(𝛼, 𝛽)
 

 =
𝛼Γ(𝛼)Γ(𝛽 − 1)

Γ(𝛼)(𝛽 − 1)Γ(𝛽 − 1)
 

 =
𝛼

𝛽 − 1
     

 و 
𝐸(𝑋1

2)  =  𝐸(𝐸(𝑥2|ρ))  =  𝐸(𝑉 𝑎𝑟(𝑥|𝜌)  +  𝐸2(𝑥|𝜌)) 
= 𝐸((

1

(1 − 𝜌)2
)) + 𝐸 ((

𝜌

1 − 𝜌
)2) 

 از طرفی

𝐸 ((
1

(1 − 𝜌)2
)) = ∫

1

(1 − 𝜌)2
1

Β(𝛼, 𝛽)
𝜌𝛼−1(1 − 𝜌)𝛽−1 

= ∫
1

Β(𝛼, 𝛽)
𝜌𝛼−1(1 − 𝜌)𝛽−3 

=
𝛽(𝛼, 𝛽 − 2)

𝛽(𝛼, 𝛽)
=
(𝛼 + 𝛽)(𝛼 + 𝛽 − 1)(𝛼 + 𝛽 − 2)

(𝛽)(𝛽 − 1)(𝛽 − 2)
 

 و

𝐸 ((
𝜌

1 − 𝜌
)2) = ∫(

𝜌

1 − 𝜌
)2

1

Β(𝛼, 𝛽)
𝜌𝛼−1(1 − 𝜌)𝛽−1 

=
1

Β(𝛼, 𝛽)
𝜌𝛼+1(1 − 𝜌)𝛽−3 

=
𝛽(𝛼 + 2, 𝛽 − 2)

𝛽(𝛼, 𝛽)
 

(𝛼 + 2)(𝛼 + 1)𝛼

𝛽(𝛽 − 1)(𝛽 − 2)
 

 لذا

(20) 𝜇 2 =
(𝛼 + 𝛽)(𝛼 + 𝛽 − 1)(𝛼 + 𝛽 − 2)

(𝛽)(𝛽 − 1)(𝛽 − 2)
+
(𝛼 + 2)(𝛼 + 1)𝛼

𝛽(𝛽 − 1)(𝛽 − 2)
 

 =
(𝛼 + 𝛽)(𝛼 + 𝛽 − 1)(𝛼 + 𝛽 − 2) + (𝛼 + 2)(𝛼 + 1)𝛼

𝛽(𝛽 − 1)(𝛽 − 2)
           

,𝑥1تایی   𝑛یک نمونه  گرفتن نظر در با 𝑥2… , 𝑥𝑛 توان برآوردهای گشتاوری میα  وβ  را از حل معادلات 

{
𝐸(𝑋) = 𝑋

𝐸(𝑋2) = 𝑋2
 

 یا دستگاه معادلات 

{
 

 
𝛼

𝛽 − 1
= 𝑋

(𝛼 + 𝛽)(𝛼 + 𝛽 − 1)(𝛼 + 𝛽 − 2) + (𝛼 + 2)(𝛼 + 1)(𝛼)

(𝛽)(𝛽 − 1)(𝛽 − 2)
= 𝑋2

 

را محاسبه نمود که با جایگذاری در برآوردگر  β̂و  α̂ توانمیعددی  هایروشپیدا کرد. با حل دستگاه معادلات فوق به 

𝜌̂𝐵بیز  = [
(𝛼+𝛽)(𝑦+𝛼)(𝑛+𝛽)

(𝛼)(𝛽)(𝑦+𝛼+𝑛+𝛽)
]
1

 آید:می به دستزیر  صورتبهبرآوردگر بیز تجربی   2

𝜌̂𝐸𝐵 = (
(𝑦 + 𝛼̂ + 1)(𝑦 + 𝛼̂)

(𝑦 + 𝛼̂ + 𝛽̂ + 𝑛 + 1)(𝑦 + 𝑛 + 𝛼̂ + 𝛽̂)
)

1
2

. 
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 نامتقارن یانتحت ز یتجرب یزو ب یزبرآوردگر برفتار  یبررس -5

 این در . شودمی انجام  Rافزارنرمبا استفاده از  سازییهشب مطالعه یک ،تجربی یزو ب بیزی رفتار بررسی برای ،بخش یندر ا

𝑛 اندازهبه سازیشبیه ،مطالعه = ρاز توزیع هندسی با پارامتر   50 =  برآوردهای یدشده،تول یهانمونهسپس با ،  0.8 و0.5

نشان  سازیشبیهبار  2000را بر اساس  𝜌̂( میانگین مجذور خطای 2( و )6شود. جداول )بیزی و بیز تجربی محاسبه می

 د.ندهمی

ρ 0.1 با برآوردگر یو خطا برآوردگر  -1جدول                   𝑛 10و = =. 

 

 

 

𝜌 0.8با برآوردگر یو خطا برآوردگر  -2جدول                 = 05 𝑛 =. 

 

 

 

 .و بیز تجربی یزیبرآورد بمقادیر   -3جدول             

 

 

 

نسبت به پارامتر شدت ترافیک دارند. با  یکم یاربس تغییرات، بیزی برآوردهایدهد که می نشان جدول دو این شاهداتم

بسیار  ،بوده که مقادیر برآورد شده تحت پیشین ناآگاهی بخش 0.8داریم مقدار پارامتر شدت ترافیک  2توجه به جدول 

مقایسه بین  3بستگی دارد که در جدول  αوβدر پیشین بتا به مقادیر اولیه  و باشدمینزدیک به پارامتر شدت ترافیک 

ترافیک  شدت پارامتر شده برآورد مقادیر همچنینآورده شده است.   αوβ تحت پیشین بتا با مقادیر اولیه مختلف برآوردگرها

، هست دودرجهتی که تحت زیان از مقادیر برآورد شده در حال ترنزدیکبسیار  باشد نامتقارن زیان تحت کهدر حالتی 

 𝑀𝑆𝐸(𝜌̂2) 𝜌̂2 β  α 𝑀𝑆𝐸(𝜌̂1) 𝜌̂1 c 

 0.0023 0.106 6  6 0.0023 0.2382 0.0 

 0.0021 0.2312 6.1  6 0.0021 0.2368 6.0 

 0.0023 0.2362 2  6 0.0029 0.2881 6.1 

 0.0023 0.2890 6  6.1 0.0023 0.2890 2 

 0.0023 0.106 6.1  2 0.0023 0.2820 2.1 

 0.0026 0.2326 3  2.1 0.0036 0.2863 3 

  𝑀𝑆𝐸(𝜌̂2) 𝜌̂2 β  α  𝑀𝑆𝐸(𝜌̂1) 𝜌̂1 c 

 01-e3.3 0.9322 6  6 01-e2.2 0.9311 0.0 

 01-e1.3 0.9323 6.1  6 01-e3.2 0.9328 6.0 

 01-e8.2 0.9363 2  6 01-e2.2 0.9322 6.1 

 01-e2.06 0.9310 6  6.1 01-e2.1 0.9333 2 

 01-e1.3 0.9331 6.1  2 01-e1.3 0.9331 2.1 

 0.0006130 0.9888 3  2.1 01-e1.00 0.9336 3 

         

𝑴𝑺𝑬(𝝆𝒎𝒎̂
𝑬𝑩) 𝝆̂𝒎𝒎

𝑬𝑩 𝑴𝑺𝑬(𝝆𝒎𝒍̂
𝑬𝑩) 𝝆𝒎𝒍̂

𝑬𝑩
  𝑴𝑺𝑬(𝝆̂) 𝝆̂ 𝝆 𝜷 𝜶 

09-e1.2 0.8321 01-e1.226 0.8212 08-e2 0.83366 0.83333 2 2 

08-e6 0.3111 01-e1.91 0.3120 08-e6 0.31116 0.31111 3 3 

03-e2.1 0.3328 09-e2.3 0.3326 60-e3 0.33282 0٫33281 2 2 

08-e3 0.3613 01-e3.28 0.3609 2.5e- 0.36169 0.361111 3 2 

08-e2 0.3612 01-e6.1 0.3621 08-e2 0.36129 0.361111 2 3 

62-e2 0.3331 08-e6 0.3331 62-e6 0.33311 0.33311 60 2 

62-e2 0.3331 63-e2.3 0.3331 62-e6 0.33311 0.33311 2 60 
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گیری از تر است که باعث جلوبسیار مفید دودرجهتابع زیان نامتقارن در مقایسه با تابع زیان  کندبیان می درواقع باشد؛می

 مقدار به رسیدن تجربی، بیز برآورد از هدف باشد.بیش برآوردی و همچنین کم برآوردی حاصل از تابع زیان درجه می

 کنیممی هحظملا هست. باشند βو  α مجهول پارامترهای دارای ما پیشین توزیع کهدرصورتی ترافیک شدت بیز واقعی

 تجربی بیز برآورد مقدار از ترنزدیک ترافیک شدت بیز برآورد واقعی مقدار به گشتاور طریق از تجربی یزبرآورد ب محاسبه

  .باشدمی βو  α اولیه مختلف مقادیر در درستنمایی روش از

 گیرینتیجه -6

𝑀مختلفی برای برآورد پارامتر شدت ترافیک در مدل صف  هایروشدر این مقاله،      ∕𝑀 ∕ مرور شدند. پس از  1

باهم پرداختیم که برای  برآوردگرهابرآورد بیز تجربی، به مقایسه این  ازجملهمختلف در برآورد  هایروشانتخاب 

 توانستیم پارامتر شدت ترافیک را برآورد کنیم. وعددی استفاده کردیم  سازیشبیهمحاسبات برآورد بیز تجربی از 
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