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 هچکید

 دوگان یمسئله طریق از را غیرمحدب سازیبهینه مسائل از کلاسی هایجوابمجموعه تعیین برای روشی مقاله، دراین

 موضعاً و نمامحدب توابع دارای گیریممی درنظر که مقیدی سازیبهینه یمسئله درواقع. دهیممی ارائه متناظرشان

. شوندمی شامل را غیرهموار غیرمحدب توابع از وسیعی یدسته و نیستند هموار و محدب لزوما که هستند شیتزلیپ

 شودمی بندیفرمول دوگان یمسئله یک اولیه، یمسئله هایجوابمجموعه سازیمشخصه برای پیشنهادی روش در

 را مسائل این بامتناظر لاگرانژی تابع هایویژگی ازبرخی ابتدا در. باشدمی ویر-موند نوع و ولف نوع ازترکیبی که

 .کرد خواهیم بیان را هاآن هایجوابمجموعه سازیمشخصه اثبات سپس و بررسی

 سازی غیرمحدب.، بهینهجوابمجموعهدوگانگی، تابع لاگرانژی،  :های کلیدیواژه             

             
   

 مقدمه -1

 مورد توجه سال، چندین طی که است موضوعی ریاضی ریزیبرنامه مسائل هایجوابمجموعه سازیمشخصه روی مطالعه

 با را محدب مسائل هایجوابمجموعه سازیمشخصه مانگاساریان بار،اولین برای. است گرفته قرار نویسندگان ازبسیاری

 سازیمشخصه یزمینه در بسیاری نتایج تاکنون(. 1988 مانگاساریان،) کرد ارائه محدب توابع هایزیردیفرانسیل استفاده از

)بارک و فریز،  مراجع توانیدمی مثال عنوانبه. است شده مطرح غیرمحدب و محدب سازیبهینه مسائل هایجوابمجموعه

؛ دینه و همکاران، 2004؛ ژیاکومار و همکاران، 2003؛ پینت، 2001؛ یانو، 1998؛ دنگ، 1995؛ ژیاکومار و یانگ، 1991

 اثبات برای را روشی که است این ما هدف. کنید ملاحظه را (2011 ؛ لیو و همکاران،2009یانگ، ؛ 2008؛ سان و دینه، 2006

  که دهیم نشان چنینهم. کنیم بیان دوگان مسائل طریق از غیرمحدب مسائل از کلاسی هایجوابمجموعه سازیمشخصه

 .شودمی تعیین روش این توسط محدب یا غیرمحدب سازیبهینه مسائل از برخی هایجوابمجموعه

  

 گیری و تحقیق در عملیاتنشریه تصمیم                      

  1398 پاییز(، 3، شماره )4دوره                                  

 رمحدبیغ یسازنهیمسائل به یهاجوابمجموعه نییتع یبرا یروش

 ی دوگان متناظرشانطریق مسئلهاز

 * یدینرگس عرب الجد
 .، ایراناصفهان، اصفهان، دانشگاه ریاضیگروه 
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 :دیرینظر بگرا در ریز یسازنهیبه یمسئله

,

(
.

)  Maximize   (
. ( ) , ,

)
 


0ts t

P f x
f x t T
x C

 

𝑡که در آن، برای  ∈ 𝑇  ،ابعتو 𝑓, 𝑓𝑡: ℝ𝑛 → ℝ رویℝ𝑛 ز وتیشپیموضعاً ل𝑇 های دلخواه است که ممکن اندیس جموعهم

 است. ℝ𝑛ی محدب و بسته ازیک زیرمجموعه نیز 𝐶است نامتناهی باشد.

اوروته،  -آرتری)هیبودن استفاده شده است که در مفهوم محدب میعنوان تعمبه یینمامقاله از مفهوم محدب نیادر

. توجه داشته باشید که مفهوم توابع ستا ناپذیر هستند، پیشنهاد شدهدرگیر دیفرانسیل توابع کهیحالت یبرا (1997

 تربیش ییآشنا ی. برا(1965)مانگاساریان،  پذیر معرفی شدمانگاساریان برای توابع دیفراسیل بار توسطنما اولینمحدب

مقاله  ایندرکه  یرهمواریغ یسازنهیبه ی. تئوردیرا ملاحظه کن (1990)پینی و سینگ،  دیتوانیتوابع محدب م میبا تعم

 نییتع ی. برا(1998؛ هانسون، 1990)کلارک،  باشدیاستفاده شده است براساس کتاب معروف کلارک م

در  دیشده باداده یهااز جوابیکیمعمولا حداقل  د،یمحدب مق ای رمحدبیغ یزیرمسائل برنامه یهاجوابمجموعه

؛ سان و دینه، 2006؛ دینه و همکاران، 2004ان، ژیاکومار و همکار) ، در مراجعصورتدر اینصدق کند.  ینگیشرط به

 بیاز ضرایمتناظر، با برخ ینشان داده شده است که تابع لاگرانژ (2011؛ کیم و سان، 2009؛ لالیتها و میتها، 2008

های این مسائل ثابت است. براساس این شرایط، جوابمجموعه یرو ،ینگیبه طیشده توسط شراداده یلاگرانژ

سازی ی این مقاله، برای مشخصهشدهشود. در روش ارائههایشان مطرح میجوابمجموعههای سازیمشخصه

باشد. می 2ویر-و نوع موند 1از نوع ولفشود که ترکیبیبندی میفرمول (𝑃)ی دوگانیک مسئله ، (𝑃)هایجوابمجموعه

ی وجود دارد و مقدار بهینه (𝑃)ی دوگانی مسئلهها، تحت فرضیاتی که جوابی براجوابمجموعهسازی سپس مشخصه

 شود.هردو مسئله با یکدیگر برابرند، اثبات می

همان تابع  (𝑃)بامتناظرکنیم. توجه داشته باشید که تابع لاگرانژی های تابع لاگرانژی را بیان میبرخی ویژگی ،در ابتدا

ضرایب لاگرانژی(  با برخیشود که تابع لاگرانژ )متناظرمی واقع نشان دادهی دوگانش از نوع ولف است. درهدف مسئله

این، برشود. علاوهرا شامل می (𝑃)هایجوابمجموعهتواند ثابت باشد که این مجموعه، می ℝ𝑛 ای ازروی زیرمجموعه

آن، اثبات ازی ضرایب لاگرانژی متناظر ثابت است. پسی همهابع لاگرانژی روی مجموعهت ،(𝑃)با یک جوابمتناظر

های روش استفاده ازبا  چنینهمدهیم. ارائه می، (𝑃)ها را از طریق مسائل دوگانجوابمجموعهسازی چندین مشخصه

را بررسی خواهیم  ستا این مطرح شده ازسازی که پیشهای مسائل بهینهجوابمجموعهسازی مشابه، چندین مشخصه

 کرد.

 مفاهیم و قضایای اولیه -2

های جدید تابع لاگرانژی را ارائه از ویژگیآن، برخی ازکنیم. پسنیاز را یادآوری میبیان نتایج اصلی، مفاهیم مورد ازپیش

 دهیم.رابطه، اختصاص می این درو چند مثال  (𝑃)هایجوابمجموعهسازی . قسمت آخر هم به مشخصهدهیممی

                                                           

 1Wolfe 

2Mond-Weir  
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𝜆 هیافتهای متناهی تعمیمفرض کنید، فضای خطی دنباله = (𝜆)𝑡∈𝑇 ه برای هرک 𝑡 ∈ 𝑇  ، 𝜆𝑡 ∈ ℝ و تنها در تعداد متناهی  

𝜆𝑡 ≠ 𝑡هر  . برای(1998)گوبرنا و لوپز،  میده شینما ℝ𝑇ت را بااس 0 ∈ 𝑇  ،𝜆𝑡 ∈ ℝ  و تنها در تعداد متناهی𝜆𝑡 ≠ است  0

ℝ(𝑇): = {𝜆 = (𝜆𝑡)𝑡∈𝑇|} . 

𝜆برای هر ∈ ℝ(𝑇)  ،بامتناظر 1ی محملمجموعه 𝜆 صورتبه 𝑇(𝜆): = {𝑡 ∈ 𝑇|𝜆𝑡 ≠ ی شود که زیرمجموعهتعریف می {0

+ℝنیز با  ℝ(𝑇)است. مخروط نامنفی 𝑇متناهی از
(𝑇)

: = {𝜆 = (𝜆𝑡)𝑡∈𝑇 ∈ ℝ(𝑇)|𝜆𝑡 ≥ 0, 𝑡 ∈ 𝑇} شود. برایمی مشخص𝜆 ∈

ℝ(𝑇)  و{𝑧𝑡}𝑡∈𝑇 ⊆ 𝑍  که𝑍 :یک فضای خطی حقیقی است، داریم 

( )
, ( )

.
, ( )




  
= 
 =


0

t t
t T

t t
t T

z T
z

T

 




 

:𝑓 ی فشرده،یک مجموعه 𝑇شود کهدر طول این مقاله فرض می ℝ𝑛 → ℝ شیتز ویک تابع موضعاً لیپ𝑓𝑡: ℝ𝑛 → ℝ  برای

𝑡 ∈ 𝑇 بهنسبت 𝑥 خت در طور یکنوابه𝑡 ،شیتز است یعنیموضعاً لیپ  

∀𝑥 ∈ ℝ𝑛, ∃𝑈(𝑥), ∃𝐾 > 0, |𝑓𝑡(𝑢) − 𝑓𝑡(𝑣)| ≤ 𝐾 ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥, ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈(𝑥), ∀𝑡 ∈ 𝑇 

 .میکنیم یادآوری. (1998؛ هانسون، 1990)کلارک، را از  یمیمفاه ،ادامه در

𝑧یدر نقطه (𝐷)شد. مخروط نرمالبا ℝ𝑛ی محدب بسته و ناتهی اززیرمجموعه یک (𝐷)فرض کنید ∈ 𝐷  همان مخروط

 شود:زیر تعریف می صورتبهنرمال در آنالیز محدب است و 

( , ) : { | ( ) , }.  nN D z v v x z x D=  −   0 

:𝑔 فرض کنید ℝ𝑛 → ℝ شیتز است. مشتق جهتییک تابع موضعاً لیپ𝑔 در𝑧 ∈ ℝ𝑛 جهتدر𝑑 ∈ ℝ𝑛 نظر زیر در صورتبه

 شود:گرفته می
( ) ( )

( ; ) lim .
t

g z td g z
g z d

t+



→

+ −
=

0
 

𝑧در 𝑔ی کلارکزیردیفرانسیل جهتی تعمیم یافته ∈ ℝ𝑛 جهتدر𝑑 ∈ ℝ𝑛  شود:زیر درنظر گرفته می صورتبهنیز 

l
(

i
) ( )

( ; ) : sm up .c

y z

t

g y td g y
g z d

t
+

→

→

+ −
=

0

 

𝑧در 𝑔زیردیفرانسیل کلارک چنینهم ∈ ℝ𝑛  با𝜕𝑐𝑔(𝑧) شود و بامشخص می 𝜕𝑐𝑔(𝑧): = {𝑣 ∈ ℝ𝑛|𝑣(𝑑) ≤ 𝑔𝑐(𝑧; 𝑑), ∀𝑑 ∈

ℝ𝑛}  شود.عریف میت 

𝑧در 𝑔شیتزتابع موضعاً لیپ ∈ ℝ𝑛  هرگاه)در مفهوم کلارک( منظم است𝑔′(𝑧; 𝑑) :موجود باشد و داشته باشیم 

.( ; ) ( ; ),c ng z d g z d d=   

:𝑓شیتزتابع موضعاً لیپ ℝ𝑛 → ℝ ست هرگاه برای هرنمامحدب𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 :داشته باشیم 

                                                           

1Supporting set 
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( ; ) ( ) ( ).cf x y x f y f x−  0 

:𝑓 شیتزتابع موضعاً لیپ ℝ𝑛 → ℝ محدب است هرگاه برای هرشبه 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ :داشته باشیم 

( ) ( ) ( ; ) .cf y f x f x y x  −  0 

:𝑓فرض کنید  ℝ𝑛 → ℝ اگر ست.نمامحدبشیتز یک تابع موضعاً لیپ𝑢 ∈ 𝜕𝑐𝑓(𝑥) یوجود داشته باشد که برا 𝑦, 𝑥 ∈

ℝ𝑛،𝑢(𝑦 − 𝑥) ≥ 𝑓(𝑦)گاهنآ 0 ≥ 𝑓(𝑥). 

:𝑓 فرض کنید ℝ𝑛 → ℝ شیتز است. اگریک تابع موضعاً لیپ𝑓 گاه نما باشد آنمحدب𝑓  است.شبه محدب 

   اصلی نتایج -3

را با   (𝑃)موجه یمجموعه دی. فرض کنباشدیم (2014، )کیم و سانقسمت مطابق با مقاله  ایندرشده ارائه جیاساس نتا

A هایبجوا یو مجموعه(𝑃) را با𝑆𝑜𝑙(𝑃) شود:زیر تعریف می صورتبهدهیم که نشان می 

( ) { | ( ) ( ), }.Sol P z A f z f x x A=     

𝑧این تحت یک شرط توصیف قیدی، اگربرگیریم. علاوهنظر میرا ناتهی در 𝑆𝑜𝑙(𝑃)مجموعه  ∈ 𝑆𝑜𝑙(𝑃) گاه باشد آن𝝀 ∈

ℝ+
(𝑻) ؛ سان و 2014؛ کیم و سان، 2006؛ دینه و همکاران، 2011کیم و سان، برقرار است ) ریوجود دارد که شرط ز

 .(2009همکاران، 

 شود:بندی میزیر فرمول صورتبه (𝑃)بامتناظرتابع لاگرانژی 

( )( ) ( ), ( , ) R 
( , ) .

,

T

t t
t T

f x f x x C
L x

otherwise

 


+


 +  
= 
+

 

𝜆برای هر ∈ ℝ+
(𝑇) ابعت𝐿(. , 𝜆) رویℝ𝑛 شیتز استموضعاً لیپ. 

 از نداویر است، عبارت-از نوع ولف و نوع موندکه ترکیبی (𝑃)ی دوگانمسئله

( )  ( )

( ) ( , ) : ( ) ( )

. . ( ) ( ) ( ) ( , ),

( ) , ,

( , , )  .

t t
t T

c c

t t t
t T

t t

T T

D Maximize L y f y f y

s t f y f y N C y

f y t T

y C

 

 



 





+ +

= +

 + +  +

 

  



0

0

 

 شود.نمایش داده می 𝑉(𝐷)و 𝑉(𝑃)ترتیب بابه (𝐷)و (𝑃)ی مسائلو مقادیر بهینه 𝐺را با  (𝐷)ی موجهفرض کنید که مجموعه

𝜇ی واضح است که برا =  شود:نمایش داده می (𝐷𝑊)در نوع ولف، برابر است که با (𝑃)ی دوگانبا مسئله (𝐷)یسئلهم 0

 ( )

  

( ) ( , ) : ( ) ( )

. . ( ) ( ) ( , ),

( , ) .

W t t
t T

c c

t t
t T

T

D Maximize L y f y f y

s t f y f y N C y

y C

 









+

= +

 +  +

 



0 

(1) ( ) ( ) ( , ), ( ) , .c c

t t t t
t T

f z f z N C z f z t T 


 +  + =  0 0 



201 

 
      

 
شی

رو
 

ی
برا

 
ین

تعی
 

عه
مو

مج
ب

جوا
ی

ها
 

ئل
سا

م
 

ینه
به

ی
ساز

 
ب

حد
رم

غی
از 

یق
طر

 
له

سئ
م

 ی
ان

وگ
د

 
ان

رش
اظ

متن
 

𝜆یبرا چنینهم =  :شودیداده م شینما  (𝐷𝑀) ویر، برابر است که با-در نوع موند (𝑃)ی دوگانبا مسئله (𝐷)یسئلهم 0

( )

( ) ( )

. . ( ) ( ) ( , ),

( ) , ,

( , ) .

M

c c

t t
t T

t t

T

D Maximize f y

s t f y f y N C y

f y t T

y C









+

 +  +

 

 

0

0
 

,⋅)𝐿کنیم که تابعحال فرض می 𝜆) رویℝ𝑛 برای هر𝜆 ∈ ℝ+
(𝑇) شیتز است و موضعاً لیپ𝑓 ،𝑓𝑡  برای𝑡 ∈ 𝑇 روی ℝ𝑛  منظم

 هستند.

�̄�باشد و (𝑃)یک جواب 𝑧اگر (.2014)کیم و سان،  .1لم  ∈ ℝ+
(𝑇) موجود باشد که برای(𝑧, �̄�) برقرار باشد، ( 1) شرط

,𝑧) گاهآن �̄�, ,𝑧)و (0 0, �̄�) هایجواب𝐷 هستند و𝑉(𝑃) = 𝑉(𝐷) .است 

�̄�باشد و (𝑃)ک جوابی 𝑧اگر  (2014)کیم و سان،  .2لم  ∈ ℝ+
(𝑇) موجود باشد که برای(𝑧, �̄�) برقرار باشد، ( 1) شرط

,𝑧)گاهآن �̄�)  جوابیک(𝐷𝑊) و(𝐷𝑀) است و𝑉(𝑃) = 𝑉(𝐷𝑊) = 𝑉(𝐷𝑀) .است 

 لاگرانژیهای تابع برخی ویژگی -3-1

کردن ماکزیمم یا مینیمم است که نقش مهمی را در پیداریزی ریاضی شده در برنامهاز توابع شناختهتابع لاگرانژی یکی

به مسائل دوگان که مربوط (𝑃) بامتناظرهای جدید تابع لاگرانژی از ویژگیقسمت برخی ایندرکند. مسائل مقید ایفا می

 کنیم.شود را معرفی میآن می

,∗𝑦)فرض کنید که .1گزاره  𝜆∗, 𝜇∗) یک جواب(𝐷) باشد؛ 

𝑦الف( برای هر ∈ 𝐺1: = {𝑦 ∈ 𝐶|(𝑦, 𝜆∗, 𝜇∗) ∈ 𝐺  ، 𝐿(𝑦, 𝜆∗, 𝜇∗) = 𝑉(𝐷) و برای هر𝑡 ∈ 𝑇 ،𝜇𝑡
∗𝑓𝑡(𝑦∗) =  برقرار است. 0

𝑉(𝑃) علاوه، اگربهب(  = 𝑉(𝐷) گاه برای هرباشد آن𝑦 ∈ 𝑆𝑜𝑙(𝑃) ،𝐿(𝑦, 𝜆∗, 𝜇∗) = 𝑉(𝐷) و برای هر𝑡 ∈ 𝑇 ،(𝜆∗ +

𝜇∗)𝑓𝑡(𝑦) =  برقرار است. 0

,∗𝑦)الف( فرض کنید اثبات. 𝜆∗, 𝜇∗) یک جواب(𝐷) رواست؛ از این(𝑦∗, 𝜆∗, 𝜇∗) ∈ 𝐶 × ℝ+
(𝑇)

× ℝ+
(𝑇) داریم که 

* * * * * *( ) ( ) ( ) ( , ), ( ) , .c c t

t t t t t

t T

f y f y N C y f y t T  


 + +  +  0 0 

𝑢، همین خاطربه ∈ 𝜕𝑐𝑓(𝑦)برای هر ،𝑤 ∈ 𝑁(𝐶, 𝑦∗) ،𝑢𝑡 ∈ 𝜕𝑐𝑓𝑡(𝑦∗)،𝑡 ∈ 𝑇 وجود دارند که 

,⋅)𝐿که برای هریی جااز آن 𝜆) ،𝜆 ∈ ℝ+
(𝑇) نما رویتابعی محدبℝ𝑛 است و𝑓 و برای𝑡 ∈ 𝑇،𝑓𝑡  توابعی منظم رویℝ𝑛  ،هستند

 ( داریم:2ی )و رابطه 1 لمبا استدلالی مشابه 

 بنابراین داریم
* * * * * * *( , ) ( , ) ( , ), .L y L y L y y G     +  +   1 

 نتیجهو در

 

(2) * *( ) .t t t

t T

u u w 


+ + + = 0 

(3) * * * * *( , ) ( , ), .L y L y y C   +  +   

(4) * * * *( , ) inf ( , ).
G

L y L y   +
1
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 بالا داریم: ∗𝜇و ∗𝜆طرفی، برایاز

* * * * * *

( , , )

inf ( , ) sup ( , ) sup ( , ) ( , ).
G G y G

L y L y L y L y
 

     


+  +  =
1 1

 

 آوریم:دست میهب (4)ی ی فوق و رابطهبا ترکیب رابطه
* * * *( , ) ( , ) .) ( ,L y L y V D y G  + = =   1 

𝑦گرفتنبا درنظر چنینهم = 𝑦∗ در سمت چپ تساوی𝐿(𝑦, 𝜆∗ + 𝜇∗) = 𝐿(𝑦∗, 𝜆∗) ، برای هر𝑡 ∈ 𝑇  ،𝜇𝑡
∗𝑓𝑡(𝑦∗) =  شود.می 0

𝑉(𝐷)ب( اگر = 𝑉(𝑃) آوریم:دست میه( ب3ی )رابطه استفاده ازگاه با باشد، آن 

* * * * *( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ), ( ).V P L y L y f y V P y Sol P   = +  +  =   

𝑦یعنی برای هر ∈ 𝑆𝑜𝑙(𝑃) ،𝐿(𝑦, 𝜆∗ + 𝜇∗) = 𝑉(𝐷) است که این برای هر𝑦 ∈ 𝑆𝑜𝑙(𝑃) دهد:نتیجه می 

( ) ( ) ( ).t t

t t t
t T

f y f y 


+ + 

𝑡رو برای هراز این ∈ 𝑇 ،(𝜆𝑡
∗ + 𝜇𝑡

∗)𝑓𝑡(𝑦) =  شود.می 0

,𝑧)موجود باشد که برای �̄�باشد و (𝑃)یک جواب 𝑧رض کنید ف .1ه نتیج �̄�) ( برقرار باشد. 1شرط )داریم: صورتدر این 

𝑦و برای هر ∈ 𝑆𝑜𝑙(𝑃) ،�̄�𝑡𝑓𝑡(𝑦) =  است. 0

𝑧فرض کنید اثبات. ∈ 𝑆𝑜𝑙(𝑃) و�̄� ∈ ℝ+
(𝑇) که برایطوریهباشد ب(𝑧, �̄�) ( برقرار است. طبق 1شرط ) 1لم ،(𝑧, �̄�, یک  (0

برقرار است و بنابر قسمت ( 5)شرط  1گزاره دهد. بنابراین طبق قسمت )الف( است و دوگانگی قوی رخ می (𝐷)جواب

𝑦، برای هر1گزاره )ب(  ∈ 𝑆𝑜𝑙(𝑃)  ،𝜆𝑡𝑓𝑡(𝑦) =  را داریم. 0

 .1تذکر

های ی جوابکه مجموعه ℝای از تواند روی زیرمجموعهمی (𝑃)توانیم دریابیم که تابع لاگرانژیی بالا میز نتیجها( 1

(𝑃)  (2006)دینه و همکاران،  شود جهینت 1لم ، 1 جهینتثابت باشد و از  شود،یمرا شامل. 

 (.2009)یانگ،  شودیم جهینت 1لم ، 1 جهینتمحدب باشند، از  (𝑃)یاگر توابع درگیر در مسئله( 2

𝐺و  �̄�فرض کنید
=

 ،دست آورد که در زیرهتوان بهای دیگری را میباشند. نتیجه (𝐷𝑀)و (𝐷𝑊)های موجهترتیب مجموعهبه 

 دهیم:میها را شرح آن

,∗𝑦)کنید که فرض .2 نتیجه 𝜆∗) یک جواب(𝐷𝑊) ؛است 

𝑦 برای هرالف(  ∈ �̄�1 ،𝐿(𝑦, 𝜆∗) = 𝑉(𝐷𝑊)  است که در آن�̄�1 = {𝑦 ∈ 𝐶|(𝑦, 𝜆∗) ∈ �̄�} باشد.می 

𝑉(𝐷𝑊)اگر این، برعلاوهب(  = 𝑉(𝑃) ،گاه برای هرآن باشد𝐿(𝑦, 𝜆∗) = 𝑉(𝐷𝑊) ،𝑦 ∈ 𝑆𝑜𝑙(𝑃) و برای هر𝑡 ∈ 𝑇  ،𝜆𝑡
∗𝑓𝑡

∗(𝑦) =

 است. 0

(5) ( , ) ( ), : { |( , , ) }.L y f z y G y C y G =   =  1 0 
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𝜇اگر حالت خاص اثبات. =  ،حالتایندرآید. درواقع، دست میهنظر گرفته شود، این نتیجه بدر (𝐷)یبرای مسئله 0

(𝑦∗, 𝜆∗) یک جواب(𝐷𝑊) کهاست که این معادل است با این(𝑦∗, 𝜆∗,  باشد. (𝐷)یک جواب (0

,∗𝑦)کنید که فرض .3ه نتیج 𝜆∗) یک جواب(𝐷𝑀) است: 

𝑦برای هرالف(  ∈ 𝐺
=

1،𝐿(𝑦, 𝜇∗) = 𝑉(𝐷𝑀)  است که در آن𝐺
=

1 = {𝑦 ∈ 𝐶|(𝑦, 𝜇∗) ∈ 𝐺} باشد.می 

𝑉(𝐷𝑀)این، اگر برعلاوهب(  = 𝑉(𝑃) گاه برای هرباشد، آن𝐿(𝑦, 𝜇∗) = 𝑉(𝐷𝑀)  ،𝑦 ∈ 𝑆𝑜𝑙(𝑃) و برای هر𝑡 ∈ 𝑇 ،𝜇𝑡
∗𝑓𝑡(𝑦) =

 است. 0

𝜆 حالت خاصاثبات. اگر  =  آید.دست میهدر نظر گرفته شود، این نتیجه ب (𝐷)یبرای مسئله 0

 دهیم.ویژگی دیگری از تابع لاگرانژی را ارائه می ،در ادامه

,∗𝑦)کنید که فرض .2 گزاره 𝜆∗, 𝜇∗) یک جواب(𝐷) باشد. اگر𝑓(𝑦∗) ≥ 𝑉(𝑃) گاهباشد آن 

* ( ) * *( , ) ( ), : {  |( , , ) , ( ) , }.T

t tL y V P G y G f y t T     +=   =    2 0 

,∗𝑦)که  جاییاز آن اثبات. 𝜆∗, 𝜇∗) یک جواب(𝐷)  ،است𝑓(𝑦∗) ≥ 𝑉(𝑃) صورت داریم:این درباشد. می 

,∗𝑦)از طرفی چون 𝜆∗, 𝜇∗) ∈ 𝐺  برای هر2گزاره استدلالی مشابه اثبات است، با ،𝑦 ∈ 𝐶 آوریم:دست میهب 

* * * * * * *( , ) ( , ) ( , ).L y L y L y     +  + 

𝑦بنابراین برای هر ∈ 𝐴 ، 𝐿(𝑦∗, 𝜆∗) ≤ 𝐿(𝑦, 𝜆∗ + 𝜇∗) ≤ 𝑓(𝑦) رواست. از این𝐿(𝑦∗, 𝜆∗) ≤ 𝑉(𝑃) شود و با ترکیب آن با می

 شود.اثبات تکمیل می ،(6)ی رابطه

، 1 لمبرقرار است. بنابر ( 1) یجود دارد که رابطهو ∗𝜆صورتدر ایناست.  (𝑃)یک جواب ∗𝑦کنید فرض .4 نتیجه

(𝑦∗, 𝜆∗,  ثابت است. 𝐺2روی 𝐿(𝑦∗,⋅)، 2 گزارهاست و طبق  (𝐷)یک جواب (0

,∗𝑦)کنید فرض .5 نتیجه 𝜆∗) یک جواب (𝐷𝑊) است. اگر𝑓(𝑦∗) ≥ 𝑉(𝑃) گاه داریمباشد آن 

* ( ) *( , ) ( ), {  |( , ) , ( ) , }.T

t tL y V P G y G f y t T    +=   =    2 0 

,∗𝑦) فرض کنید که اثبات. 𝜆∗) یک جواب(𝐷𝑊) کهاست که این معادل است با این(𝑦∗, 𝜆∗,  (𝐷)ییک جواب مسئله (0

𝜇 ازایبه =  ثابت است. �̄�2روی 𝐿(𝑦∗,⋅) گیریم که، نتیجه می2گزاره اشد. طبق  0

 .1 مثال

( ) ( )
. . ,

.

Q Minimize x y x y
s t y x

x y

− + −
− 
− 

3
1

2
0
0

 

𝑆𝑜𝑙(𝑄1) با محاسباتی ساده = {(𝑥, 𝑦)|  0 ≤ 𝑥 ≤ 1,  𝑥 = 𝑦} آید. دوگاندست میهب (𝑄1)  زیر  صورتبهدر نوع ولف

 شود:بندی میفرمول

(6) * * * *( , ) ( , ) ( ) ( ), .L y L y f y V P G       2 
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*( ) ( , ) ( ) ( ) ( )

. . ( , ) ( ( ) , ( ) )

( , )  , ,

.

Q Maximize L z x y x y y x x y

s t x y x x y

x y

  

   

 

= − + − + − + −

= + − − + − − − + −

 

3 2
1 1 2

2 2
1 2 1 2

2
1 2

0 0 1 3 2 1 3

0

 

�̄� توانیم بررسی کنیم کهمی = ,�̄�)و (𝑄1)یک جواب (0,0) �̄�) برای�̄� = است. توجه داشته باشید  (𝑄1) یک جواب (1,0)

,⋅)𝐿 که �̄�) دهیم کهنماست. نشان مییک تابع محدب𝐿(⋅, �̄�) روی زیرمجموعه ای ازℝ𝑛 ی جوابکه مجموعه (𝑄1)  را

�̄� بامتناظرتوان بررسی کرد که واقع میاست. درشود، ثابت شامل می = ,𝑥)}است بابرابر �̄�1ی ، مجموعه (1,0) 𝑦)| 𝑥 −

𝑦 = ,⋅)𝐿وضوح، بهصورتدر این. {0 �̄�)  روی�̄�1 یثابت است و محدوده𝑥 است. فرض کنید که [0,1]یخارج از بازه 𝑧 

𝑄1)ی موجه گرفتن مجموعهاست. با درنظر (𝑄1)یک جواب 
∗) ،�̄�2 = {(𝜆1, 𝜆2)|  𝜆1 > 0,  𝜆2 =  شود.می {0

 (𝑷) هایجوابمجموعه هایسازیمشخصه -3-2

های مطرح ی دوگانش و براساس نتایج ویژگیرا از طریق مسئله (𝑃)هایجوابمجموعههای سازیمشخصه ،قسمتایندر

 دهیم.ی تابع لاگرانژی، ارائه میشده

,𝑧)کنید که فرض .1 قضیه �̄�, �̄�) یک جواب(𝐷) است. اگر𝑉(𝑃) = 𝑉(𝐷) گاه باشد آن𝑆𝑜𝑙(𝑃) = 𝑆 = 𝑆1 است که در آن 𝑆 

 :دشوزیر درنظر گرفته می صورتبه 𝑆1و

{ | ( , ), ( ) , ( ) , ( ); ( ) ,  ( )},

{ | ( , ) ( , ), ( ) , ( ) ,

( ); ( ) ,  ( )}.

c

t t
c c

t

t

S y C u L y u z y f y t T f y t T T

S y C u L y L z u z y f y

t T f y t T T

     
   

   

=    + − = =  +   +

=    +  + − = =

 +   +
1

0 0 0
0 0

0
 

𝑆1که جاییاز آن اثبات. ⊆ 𝑆 است، کافیست ثابت کنیم𝑆 ⊆ 𝑆𝑜𝑙(𝑃) و𝐿(𝑃) ⊆ 𝑆1. 

𝑆اثباتبرای الف(.  ⊆ 𝑆𝑜𝑙(𝑃) فرض کنید𝑦 ∈ 𝐶 و𝑢 ∈ 𝜕𝑐𝐿(𝑦, �̄� + �̄�)  وجود دارند که𝑢(𝑧 − 𝑦) = 𝑡و برای  0 ∈ 𝑇(�̄� + �̄�) 

 ،𝑓𝑡(𝑦) = 𝑡که برایطوریهب 0 ∈ 𝑇 ∖ 𝑇(�̄� + �̄�)  ،𝑓𝑡(𝑦) ≤ 𝑦ست یعنیا 0 ∈ 𝐴 تابع باشد. چونمی𝐿(⋅, �̄� + �̄�) رویℝ𝑛 

 گیریم کهنتیجه می 2 لمست، بنابر نمامحدب

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).t t t t t t
t T t T

f z f z f y f y   
 

+ +  +  

𝑡، برای2گزاره با استفاده از  ∈ 𝑇 ،�̄�𝑡𝑓𝑡(𝑧) = 𝑡که برایرو باتوجه به ایناینرا داریم. از 0 ∈ 𝑇(�̄� + �̄�) ،𝑓𝑡(𝑦) = است از  0

 آوریم:دست میهنامساوی بالا ب

( ) ( ) ( ) ( ).t t
t T

V D f z f z f y


= +  

𝑦که جاییاز آن ∈ 𝐴 ،𝑉(𝑃) = 𝑉(𝐷)  و𝑉(𝑃) ≥ 𝑓(𝑦) نتیجهاست، در𝑦 ∈ 𝑆𝑜𝑙(𝑃). 

𝑆𝑜𝑙(𝑃)برای اثبات ب(.  ⊆ 𝑆1 فرض کنید𝑦 ∈ 𝑆𝑜𝑙(𝑃)  داریم: 2گزاره است. بنابر𝐿(𝑧, �̄� + �̄�) = 𝐿(𝑦, �̄� + �̄�)  و برای𝑡 ∈

𝑇(�̄� + �̄�) ،𝑓𝑡(𝑦) = ,𝐿(𝑧. چون0 �̄� + �̄�) = 𝐿(𝑦, �̄� + �̄�)  توانیم نتیجه بگیریم که برای هرمی 3لم طبق 𝑢 ∈ 𝜕𝑐𝐿(𝑧, �̄� + �̄�) 

،𝑢(𝑦 − 𝑧) ≤ ,𝑧)کهبه دلیل ایناست.  0 �̄�, �̄�) ∈ 𝐺 ،است𝑣 ∈ 𝜕𝑐𝑓(𝑧) برای،𝑡 ∈ 𝑇 𝑢𝑡 ∈ 𝜕𝑐𝑓𝑡(𝑧)  و𝑤 ∈ 𝑁(𝐶, 𝑧)  وجود دارند

 که طوریبه

و 

𝑡برای ∈ 𝑇 ، �̄�
𝑡
𝑓

𝑡
(𝑧) ≥ 𝑢دهیممی. قرار باشدمی0 = 𝑣 + ∑ (�̄�𝑡 + �̄�𝑡)𝑡∈𝑇 𝑢𝑡توان نتیجه گرفت که . به راحتی می𝑢 ∈ 𝜕𝑐𝐿(⋅

, �̄� + �̄�)(𝑧) 𝑥 ∈ 𝐶 و𝑢(𝑥 − 𝑧) ≥ 𝑢است. بنابراین 0 ∈ 𝜕𝑐𝐿(⋅, �̄� + �̄�)(𝑦)  که طوریبهوجود دارد 𝑢(𝑦 − 𝑧) = برای است.  0

𝑢تکمیل اثبات، کافیست نشان دهیم که ∈ 𝜕𝑐𝐿(⋅, �̄� + �̄�)(𝑦) .کنیم که اگرادعا می𝑢(𝑑) ≤ 𝐿°(⋅, �̄� + �̄�)(𝑧; 𝑑) گاه باشد آن

(7) ( ) .t t t
t T

v u w 


+ + + = 0 
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𝑢(𝑑) ≤ 𝐿°(⋅, �̄� + �̄�)(𝑦; 𝑑)  .کنیم کهواقع با برهان خلف فرض میدراست𝑢(𝑑) > 𝐿°(⋅, �̄� + �̄�)(𝑦; 𝑑)  .صورت این دراست

𝐿°(⋅, �̄� + �̄�)(𝑧; 𝑑) − 𝐿°(⋅, �̄� + �̄�)(𝑦; 𝑑) > 𝑡چون برای چنینهمشود. می 0 ∈ 𝑇  ،𝑓𝑡 و𝑓 رویℝ𝑛 اند، توابعی منظم𝐿(⋅, �̄� +

�̄�)  روی نیزℝ𝑛 شود. ثابتمنظم می 𝛼 > 𝑡ی ه براک طوریهوجود دارد ب 0 >  کافی کوچک داریم: یاندازهبه 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
lim .
t

L z td L z L y td L y

t t

       


→

+ + − + + + − +
−  

0
0 

𝐿(𝑧رواین از + 𝑡𝑑, �̄� + �̄�) − 𝐿(𝑦 + 𝑡𝑑, �̄� + �̄�) > ,𝐿(𝑧. بنابراین0 �̄� + �̄�) > 𝐿(𝑦, �̄� + �̄�) شود که تناقض است. می

𝑢خاطر ازهمینبه ∈ 𝜕𝑐𝐿(𝑧, �̄� + �̄�) توان می𝑢 ∈ 𝜕𝑐𝐿(𝑦, �̄� + �̄�) .را نتیجه گرفت 

𝑆𝑜𝑙(𝑃) صورتدر اینبرقرار باشد.  (1)وجود داشته باشد که شرط  �̄�باشد و  (𝑃)یک جواب 𝑧کنید که فرض .6ه نتیج =

𝑆′ = 𝑆1
𝑆1و  ′𝑆است که در آن ′

 شود:نظر گرفته میزیر در صورتبه ′

{ | ( , ), ( ) , ( ) , ( ); ( ) , ( )},

{ | ( , ) ( , ), ( ) , ( ) , ( ); ( ) , ( )}.

c

t t
c c

t t

S y C u L y u z y f y t T f y t T T

S y C u L y L z u z y f y t T f y t T T

  
   





=    − = =   

=     − = =   1

0 0 0
0 0 0

 

,𝑧)، 1لم طبق  صورتدر اینبرقرار باشد.  (1)وجود داشته باشد که شرط  �̄�باشد و (𝑃)یک جواب 𝑧اثبات. اگر  𝜆, 0) 

 دست آورد.هتوان این نتیجه را بمی 1قضیه  استفاده ازنابراین با باست.  (𝐷)یک جواب

𝜇 توجه داشته باشید که اگر = 𝜆و اگر (𝐷𝑊)یبه مسئله (𝐷)یباشد، مسئله 0 = شود. تبدیل می (𝐷𝑀)یباشد به مسئله 0

کنیم. این اثبات کرد را بیان می (𝐷𝑊)توان از طریقکه می (𝑃)هایجوابمجموعههای سازیی زیر مشخصهدر نتیجه

 آید.دست میهب 1 قضیهنتیجه مستقیماً از 

,𝑧)کنید فرض . 7ه نتیج �̄�) وابیک ج(𝐷𝑊) است. اگر𝑉(𝑃) = 𝑉(𝐷𝑊)  صورتاین درباشد𝑆𝑜𝑙(𝑃) = 𝑆′ = 𝑆1
 است. ′

,𝑧)کهاین معادل است با این اثبات. �̄�, 𝜇ی ازابه (𝐷)یک جواب (0 = ، این 1قضیه  استفاده ازصورت با این درباشد.  0

 شود.نتیجه حاصل می

وجود دارد  �̄�، 1لم بنابر  صورتدر این( برقرار باشد، 1باشد و شرط ) (𝑃)یک جواب  𝑧توجه کنید که اگر .2تذکر

,𝑧)که �̄�)  یک جواب(𝐷𝑊) است و𝑉(𝑃) = 𝑉(𝐷𝑊) باشد.می 

,𝑧)کنید فرض .8 نتیجه �̄�) یک جواب(𝐷𝑀) است. اگر𝑉(𝑃) = 𝑉(𝐷) گاهباشد آن𝑆𝑜𝑙(𝑃) = 𝑆′ = 𝑆1
 است. ′

,𝑧)کنید فرض اثبات. �̄�) یک جواب(𝐷𝑀) کهست. این معادل است با اینا(𝑧, 0, �̄�) یک جواب(𝐷)  .بنابراین طبق باشد

 آید.دست میهنتیجه ب 1 قضیه

وجود  �̄�، 1 لمطبق  صورتدر این( صادق باشد 1باشد و شرط ) (𝑃)یک جواب 𝑧توجه داشته باشید که اگر  .3تذکر

,𝑧)دارد که  �̄�) یک جواب(𝐷𝑊) است و𝑉(𝑃) = 𝑉(𝐷𝑀) را  8نتیجه توان می 6نتیجه دهد که از باشد. این نشان میمی

 دست آورد.هب

 کنیم.را بیان می (𝑃)هایجوابمجموعههای سازیحال مشخصه
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,𝑧)کنید فرض .2ه قضی �̄�)  یک جواب(𝐷𝑀)  است و تابع𝑓 ℝ𝑛 برای هر چنینهمنماست. محدب𝑓𝑡 ،𝑡 ∈ 𝑇ها رویℝ𝑛 

𝑉(𝑃)اند. اگرمحدبشبه = 𝑉(𝐷𝑀) گاهباشد آن𝑆𝑜𝑙(𝑃) = 𝑆2 = 𝑆3  است که در آن𝑆2 و𝑆3 زیر درنظر گرفته  صورتبه

 شود:می

{ | ( ), ( ) , ( ) , ( ); ( ) , ( )},

{ | ( ) ( ), ( ) , ( ) , ( ); ( ) , ( )}.

c

t t
c c

t t

S y C u f y u z y f y t T f y t T T

S y C u f y f z u z y f y t T f y t T T

 
 

=    − = =   

=     − = =   
2

3

0 0 0
0 0 0

 

𝑆3چون اثبات. ⊆ 𝑆2  است، کافیست نشان دهیم𝑆2 ⊆ 𝑆𝑜𝑙(𝑃)  و𝑆𝑜𝑙(𝑃) ⊆ 𝑆3. 

𝑆2برای اثبات (.الف ⊆ 𝑆𝑜𝑙(𝑃) ،𝑦 ∈ 𝑆2  .صورتدر اینرا درنظر بگیرید 𝑦 ∈ 𝐴 نیز هست و𝑢 ∈ 𝜕𝑐𝑓(𝑦) وجود دارد که 

𝑢(𝑧 − 𝑦) = 𝑡و برای  0 ∈ 𝑇(�̄�)  ،𝑓𝑡(𝑦) = 𝑡که برای طوریهاست ب 0 ∈ 𝑇 ∖ 𝑇(�̄�)  ،𝑓𝑡(𝑦) ≤  که تابع جاییآن ازباشد.  0

𝑓  رویℝ𝑛 ازمحدب استشبه ،𝑢(𝑧 − 𝑦) = 0،𝑓(𝑧) ≥ 𝑓(𝑦) چون  چنینهمآوریم. دست میهرا ب𝑉(𝑃) = 𝑉(𝐷𝑀)  و𝑉(𝑃) ≥

𝑓(𝑦)  ،𝑦 ∈ 𝑆𝑜𝑙(𝑃) شود.می 

𝑆𝑜𝑙(𝑃)برای اثبات ⊆ 𝑆3 ،𝑦 ∈ 𝑆3 نظر بگیرید. چونرا در𝑉(𝑃) = 𝑉(𝐷𝑀)  ،است𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑦) با ترکیب این باشد. نیز می

𝑢، برای هر3لم ، طبق  𝑓 بودنمحدبرابطه و ویژگی شبه ∈ 𝜕𝑐𝑓(𝑧)  ،𝑢(𝑦 − 𝑧) ≤ این،  برآوریم. علاوهدست میهرا ب 0

,𝑧)چون �̄�) ∈ 𝐺
=

𝑢،است  ∈ 𝜕𝑐𝑓(𝑧) برای هر𝑡 ∈ 𝑇 ،𝑢𝑡 ∈ 𝜕𝑐𝑓𝑡(𝑧) ،𝑤 ∈ 𝑁(𝐶, 𝑧) و برای هر𝑡 ∈ 𝑇 ،�̄�𝑡𝑓𝑡(𝑧) ≥ وجود دارد  0

 که طوریهب

𝑡چون برای چنینهم ∈ 𝑇(�̄�) ،𝑓𝑡 ا رویهℝ𝑛 اند و برای هرمحدبشبه𝑡 ∈ 𝑇(�̄�) ،𝑓𝑡(𝑧) ≥ 𝑦است و برای 0 ∈ 𝐴  ،𝑓𝑡
°(𝑧; 𝑦 −

𝑧) ≤  نتیجه داریم:است، در 0
( ) , ( ), ( ).c

t t tu y z u f z t T −   0 

𝑢(𝑦، (8ی )همراه رابطهاین رابطه به − 𝑧) ≥ 𝑢(𝑦ن دهد. بنابرایرا نتیجه می 0 − 𝑧) = دهیم که برای حال نشان میاست.  0

𝑡 هر ∈ 𝑇(�̄�) ،𝑓𝑡(𝑦) = 𝑡، برای هر3نتیجه است. توجه کنید که بنابر  0 ∈ 𝑇  ،�̄�𝑡𝑓𝑡(𝑦) = 𝑡شود، یعنی برای هرمی 0 ∈

𝑇(�̄�)  ،𝑓𝑡(𝑦) = 𝑢برای تکمیل اثبات، کافیست نشان دهیماست.  0 ∈ 𝜕𝑐𝑓(𝑦)  1قضیه است که مشابه قسمت آخر اثبات 

 آید.دست میهب

�̄�باشد و (𝑃)یک جواب 𝑧کنید که  فرض .9ه نتیج ∈ ℝ+
(𝑇)  فرض کنید  چنینهمبرقرار باشد.  (1)وجود باشد که شرط

𝑡نماست و برای محدب ℝروی  𝑓که ∈ 𝑇(�̄�)  ،𝑓𝑡 رویℝ𝑛 صورتدر اینمحدب است. شبه𝑆𝑜𝑙(𝑃) = 𝑆2 = 𝑆3 .است 

 آید.میدست هاین نتیجه ب 2لم و  2قضیه  استفاده ازبا  اثبات.

)کیم مشابه در مرجع  یگاه با استدلالباشد آن ℝ𝑛ی محدب از یک زیرمجموعه (𝑃)ی موجهی فوق اگر مجموعهدر قضیه

𝑥ینشان داد که برا توانیم (2011و سان،  ∈ 𝐴 ،𝑡 ∈ 𝑇 ،𝑢𝑡 ∈ 𝜕𝑐𝑓𝑡(𝑧) ،𝑢𝑡(𝑦 − 𝑧) ≤ بودن محدباست. بدون فرض شبه 0

𝑡برای  𝑓𝑡توابع  ∈ 𝑇  ،کنیم.نظر میها صرفشود که از بیان اثبات آنی زیر حاصل میقضیه و نتیجه 

,𝑧)کنید که فرض .3ه قضی �̄�)  یک جواب(𝐷𝑀)  است و تابع𝑓 ℝ𝑛 اگر. نماستمحدب𝑉(𝑃) = 𝑉(𝐷𝑀) یباشد و مجموعه 

𝑆𝑜𝑙(𝑃)صورتدر این ،باشد ℝ𝑛ی محدبی از زیرمجموعه (𝑃)موجه = 𝑆2 = 𝑆3 .است 

�̄�باشد و (𝑃)یک جواب 𝑧کنید که فرض .4ه قضی ∈ ℝ+
(𝑇)  است. اگر تابع برقرار (1)وجود باشد که شرط𝑓 رویℝ𝑛 

𝑆𝑜𝑙(𝑃)گاه د آنباش ℝ𝑛ی محدبی اززیرمجموعه (𝑃)موجه یباشد و مجموعه و باشد نمامحدب = 𝑆2 = 𝑆3 .است 

(8) .t t
t T

u u w


+ + = 0 
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 .2مثال 

( ) ( , ) ( ) ( )
. . ( , ) , ,

( , ) : {( , ) , }

.

|
t

Q Minimize f x y x y x y
s t f x y t T

x y C x y x y x

= − + −
 

 = +  

3
2

2 2
0

1 0
 

,𝑓𝑡(𝑥ی فوقدر مسئله 𝑦) = {
𝑠𝑖𝑛( 𝑡𝑦 − 𝑥), 𝑡 ∈ (0,1]

𝑥3 − 𝑦, 𝑡 = 0
𝑇و  = ,𝑥)است. برای [0,1] 𝑦) ∈ 𝐶  و𝑡 ∈ توان بررسی می [0,1]

𝑡𝑦کرد که − 𝑥 ∈ [−√2, √2] ⊆ [
−𝜋

2
,

𝜋

2
 رو داریم:این است. از [

sin( )  , ( , ].ty x ty x t−   −  0 0 0 1 

,𝑥)}یمجموعه،  (𝑄2) ی موجهمجموعه 𝑦) |0 ≤ 𝑥 ≤ 1,  𝑦 ≤ 𝑥,  𝑦 ≥ 𝑥} توانید بررسی کنید که تابع هدف باشد. مییم

𝜆1ای کهگونهرا به 𝜆. است ℝ2ی محدبی ازی موجه آن زیرمجموعهنماست و مجموعهمحدب ،این مسئله = 𝑡و برای 1 ∈

𝑇 ∖ {1} ،𝜆𝑡 =  (1)است و در شرط بهینگی  (𝑄2)، یک جواب (0,0)توان بررسی کرد کهگیریم. میاست، درنظر می 0

𝑇(𝜆) صورتدر اینکند. ، صدق می 𝜆بامتناظر = زیر  صورتبه (𝑄2)ی موجه، مجموعه𝑆2فرمول استفاده ازاست. با  {1}

 شود.مشخص می
( ) {( , ) |( ( ) )( ) , ( , ) , ( , ) , { }}.tSol Q x y C x y y x f x y f x y t T=  + − − = =  2

2 11 3 0 0 0 1 

𝑆𝑜𝑙(𝑄2)ه با محاسباتی ساد = {(𝑥, 𝑦) |0 ≤ 𝑥 ≤ 1,  𝑦 = 𝑥} آید.دست میهب 
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